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Santrauka. Straipsnyje yra tęsiamas ribinių teoremų trikampių masyvų klasės skaičiams
tyrimas. Yra išvedamos skaičių, asocijuotų su Ermito daugianariais, pusiau eksponentinės
generuojančios funkcijos, bei pačių skaičių analizinės išraiškos. Gauti rezultatai yra panau-
dojami asimptotinio normalumo įrodymui ir konvergavimo į ribinį dėsnį greičio nustatymui.
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1 Įvadas
Straipsnyje yra nagrinėjamas dalinis trikampių masyvų klasės skaičių [3] atvejis. Tri-
kampių masyvų klasės skaičiai apibrėžiami rekurentiniu sąryšiu
ank = f1(n, k)an−1,k−1 + f2(n, k)an−1,k, (1)
kur a00 = 1 ir ank = 0, kai min(n− k, n, k) < 0. Taigi, pakanka nagrinėti sveikuosius
n > k > 0. Darbe [1] buvo išvesta (1) skaičių su tiesiniais koeficientais
f1(n, k) = k11n+ k12k + k13, f2(n, k) = k21n+ k22k + k23, kij ∈ R, (2)
generuojančios funkcijos bendroji dalinių išvestinių diferencialinė lygtis.
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2 I. Belovas
1 teorema. (Belovas [1]) Skaičių (1)–(2) pusiau eksponentinė generuojanti funkcija

















tenkina tiesinę pirmosios eilės dalinių išvestinių diferencialinę lygtį
(1− k11xy − k21x)F ′x − (k12y2 + k22y)F ′y = (k1y + k̃2)F, (4)
su pradine sąlyga F |x=0 = 1. Čia
k1 = k11 + k12 + k13, k̃2 = k21 + k23. (5)
Trikampių masyvų klasės skaičiams, asocijuotiems su Ermito daugianariais,
k12 = −2k11, k13 = k11, k21 = k22 = 0, kai k11, k23 6= 0. (6)
Pastebėsime, kai k11 = 0, galima atskirti kintamuosius ir išspręsti (4) lygtį charakte-
ristikų metodu. Atvejai, kai k11 6= 0, yra sudėtingesni ir reikalauja detalaus nagrinė-











dt, x ∈ R,







Visos ribos straipsnyje, jei nepažymėta kitaip, skaičiuojamos kai n→∞.
2 Generuojanti funkcija ir analizinė išraiška
1 lema. Trikampių masyvų klasės skaičiai, asocijuoti su Ermito daugianariais, turi
(i) generuojančią funkciją
















Įrodymas. 10. Tegu ank = (k23)nαnk, t.y.,
αnk = (βn− 2βk + β)αn−1,k−1 + αn−1,k, (9)
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kur β = k11/k23. Pastebime, kad
F (x, y) = F̃ (k23x, y), (10)
kur F̃ (x, y) yra skaičių αnk pusiau eksponentinė generuojanti funkcija. Pagal Teore-
mą 1, skaičius αnk atitinka dalinių išvestinių diferencialinė lygtis
(1− βxy)F̃ ′x + 2βy2F̃ ′y = F̃ , F̃ |x=0 = 1. (11)
Keitiniu





transformuojame dalinių išvestinių diferencialinę lygtį (11) į homogeninę formą:



















Atsižvelgę į pradinę sąlygą, išsprendžiame (15) y atžvilgiu, y = ω(C) = β−2C−2. Pa-
keitę C bendruoju integralu gauname funkciją ω(ψ(x, y)) ir užrašome Koši uždavinio
sprendinį












Įstatę Ψ(x, y) išraišką į keitinį (12), gauname diferencialinės lygties (11) sprendinį,
t.y., skaičių αnk generuojančią funkciją























ir kartu (pl. (10)) pirmą lemos teiginį.
20. Formali Teiloro eilutė dviejų kintamųjų generuojančiai funkcijai (3) yra
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Tai, kartu su (18), užbaigia lemos įrodymą. ut
3 Ribinė teorema
Panaudosime Chvano rezultatą (žr. Lema 2) apie konvergavimo centrinėje ribinėje
teoremoje kombinatorinėms struktūroms greitį (Išv. 2, Sk. 4 [2]). Tegu Ωn yra
sveikaskaitis atsitiktinis dydis su tikimybėmis, nusakomomis formule







Atsitiktinio dydžio Ωn momentus generuojanti funkcija yra
Mn(s) = E(eΩns) =
n∑
k=0









Įstatę (21) į pusiau eksponentinės generuojančios funkcijos išraišką (3), gauname



















Taigi momentus generuojančią funkciją galima rasti, skaičiuojant pusiau eksponenti-



















Centrinė ribinė teorema trikampių masyvų klasės skaičiams 5
2 lema. (Chvanas [2]) Tegu Pn(z) yra neneigiamo sveikaskaičio atsitiktinio dydžio
Ωn generuojanti funkcija, su vidurkiu µn ir dispersija σ2n. Tarkime, kad bet kokiam












, x ∈ R. (24)
2 teorema. Jei Fn(x) yra atsitiktinio dydžio Ωn (20) skirstinys, skaičiai ank tenkina
Lemos 1 sąlygas ir β yra teigiamas, tai
Fn(σnx+ µn) = Φ(x) +O(n
−1/4), x ∈ R. (25)






















atitinkamai. Čia τ = 1/(i
√
2β ).
Įrodymas. Atsižvelgę į apibrėžimą (20), toliau nagrinėsime skaičius αnk iš Lemos 1.
Raskime atsitiktinio dydžio Ωn momentus generuojančią funkciją (žr. (22)). Skai-



























































Ermito daugianarių išvestinė yra H ′n(x) = 2nHn−1(x), taigi








M ′′n (0) =
n2
4
− (n2 − n/2)τ Hn−1(τ)
Hn(τ)




Pritaikius formulę σ2n = M ′′n (0) − M ′2n (0) ir Ermito daugianarių rekurentinį sąryšį

























































































taigi σ2n →∞. Atsitiktinio dydžio Ωn generuojanti funkcija yra





Hurvico daugianariu yra vadinamas daugianaris, kurio nuliai guli pusplokštumėje
<z 6 0. Ermito daugianarių šaknys uj yra realieji skaičiai. Taigi, generuojančios






užbaigiant teoremos įrodymą. ut














kur Qn(x, t) yra n-jo laipsnio šilumos laidumo daugianaris, t.y. paraboliškai n-homo-
geninis daugianaris, tenkinantis šilumos laidumo lygtį Qt = Qxx. „Paraboliškai n-
homogeninis” reiškia Q(λx, λ2t) = λnQ(x, t) su λ > 0 (žr. [4]).
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SUMMARY
A central limit theorem for numbers satisfying a class of triangular arrays asso-
ciated with Hermite polynomials
I. Belovas
The paper extends the investigations of limit theorems for numbers satisfying a class of triangular
arrays. We obtain analytical expressions for the semi-exponential generating function the numbers,
associated with Hermite polynomials. We apply the results to prove the asymptotic normality of the
numbers and specify the convergence rate to the limiting distribution.
Keywords: limit theorems; combinatorial numbers; asymptotic enumeration; asymptotic normality;
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